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はじめに
研究
1987年L,Posaによつて 「正方形は有限個の 30°-60°-90°の直角三角形
に分害1できるか」という問題が提案された。直角を挟む2辺の比が無理数
√ であることから、直観的に不可能であると感 じるかもしれないが、そ
の推論は間違っている。実際、tan 15°=2-ν5であるから、15°-75°-90°
の直角三角形でも直角を挟む2辺の比は無理数であるが、図1のように
直角三角形を配置すると、正方形は 15°-75°-90°の互いに相似な直角三角
形に分割できる。つまり、正方形を互いに相似な直角三角形に分割する
とき、直角を挟む2辺の比が満たすべき条件は無理数性よりも弱い条件
のはずである。
図 1:正方形の 159-75°-90°の直角三角形べの分害1
上記の問題の解決は1990年、M.Laczkovicll B]により得られており、そ
の内容が本論文のテーマの、有理凸多角形Pが互いに相似な直角三角形
に分害1できるとき、直角を挟む2辺の比が満たすべき条件を調べること
である。結論としては、次の定理が成り立つ。     ′
「有理凸多角形を鋭角αをもつ互いに相似な直角三角形に分割できる
ならば、,cot αがQ上代数的かつcot αのQ上の最小多項式の実根がすべ
て正となる。」 ´
3実際、cOt 30°=ν題であり、νTの最小多項式の実根は土額 であるこ
とから、この定理に依れば次の結果が得られる。
「正方形は 30°-60°-90°の互いに相似な有限個の直角三角形に分害1でき
ない。」
この定理の証明を行うことが本論文の目的である。
尚、問題提起自体は幾何学的なものであるが、結論を見ればわかるよ
うに体の拡大という代数的な内容と密接に関係している。その証明には
大まかに2つの概念を用いる。1つは体の理論であり、もう1つは有向三
角形である。
体の理論
0による除法を除く有理数どうしの四則演算を行つた結果は有理数であ
る。このように、体とは四則演算のできる集合のことで、有理数の集合
Qや実数の集合Rは体である。体に関する事項は第1章にまとめた。
有理数α,bを用いてα+颯だと表される数の集合も体となり、これはQ
と額 を含む最小の体である。このように体κと数αを含む最小の体を
Kにαを付加した体という。例えば、″2+1=0の解りを実数体Rに付加
した体R(を)を考えると、R(づ)は複素数体Cのことであることがわかる。
体Qに複素数αを付カロするとき、αを解にもつQ係数の方程式が存在
するかどうかで付力日した体の様子は大きく異なる。そこで、そのような方
程式が存在するときαを代数的な数、存在しないときαを超越数という。
また体の構造 (カロ法と乗法)を保つ体の間の写像である同型も重要で
ある。2つの体κ,五の間の写像φ:κ→ 五がKの任意の元α,bについ
て、φ(α+b)=φ(α)十φ(b), φ(α×b)=φ(乙)×φ(b)を満たすとき、φを
Kから五への中への同型という。さらにφが全単射のときφを体の同型
という。
有 向三角形
有向辺И3とは、線分の両端点の一方スを始点、もう一方の3を終点
と定めた線分のことをいう。このとき有向辺ス3に対して、この"有向辺
に沿
ァ
た積うソ
/iB 
α″というものを定めること
1｀
で育る。
同じように、三角形にも向きを定めたい。△スBσと表記したとき、
点A,3,θが三角形の境界上で反時計回りに並ぶとき正の向きといい、
計回りのとき負の向きという。
このように頂点の順序 (円順列)の情報を含めた三角形を有向三角形
とい う。つまり、図形 としては三角形 スBσと三角形スσBは同じものだ
が、有向三角形 としては異なる。
有向三角形の境界は3つの有向辺スB,3θ, スの集まりとなる。このと
き3つの辺に沿つた積分 五Bα
″+I:σ
γ
α″+icA α″蕉△ABθ?境界
に沿った積分といい、その値は△A3θが正の向きのとき面積の (-1)倍
となることがわかる。また有向三角形スBθの頂点の座標がある体F⊂R
に含まれているとき、頂点の座標を体の同型 φ:F→Rで動か した有
向三角形を△〃3′θ′とすると、cot(∠A′)=土φ(cot(∠ス))となり、符号
は △スBσ,△″B′θ′の向きで決まることもわかる。上記の内容は第 3章
1節、2節で扱 う。
主定理の証明の概略
上記の理論や考え方を使って主定理を証明していく。以下その証明の
概略を述べる。
有理凸多角形Pが互いに相似な内角αをもつ直角三角形△1,△2,∴・,△Ⅳ
に分割されるとする。このときまず、三角形△1,△2,…・,△Nの頂点の座標
がQ(COt α)に含まれることを示すことができる。この内容は2章で扱う。
次に、φ:Q(COt α)→Rを中への同型とする。また、△1,△2,…,,△Ⅳ
及びPを正の向きと定め、o:Q(COt α)×Q(COt α)→R×RをΦ(",ν)=
(φ(″),φ(ν))と定める。このとき、プ=1,2,…・,Ⅳに対して、三角形△プの
頂′点を反時計回りに、可分,可ガ,可分とするとき、Φ(可の),Φ(何分),Φ(可′))
をこの順で頂点とする有向三角形をΦ(△′)とする。
ここで有向三角形の境界に沿った積分と面積の関係を用いて、Φ(△1),
Φ(△2),….,Φ(△N)のうち1つは正の向きであることを示すことができるし
これをΦ(△s)とする。このとき、△sとΦ(△s)の内角の関係を考えるj△s
の内角をα,,一α,3としヽ Φ(△s)?対応する内角をαl,βl,γ:とすると、
?
?
5△s,Φ(△3)の向きは共に正であることから、
COt α:=φ(COt α)
COt β:==φ(C9t(3-α))
COt γ:=φ(COt::)
を省:litT姦ユぶ 罵 長与::ふし機
'議
現 場 (蠍
つまりtφ(cot α)>0となる。任意の同型φについて、φ(COt α)>0が成
り立つことから、体論によつてcot αが代数的なこと及び、cot αの共役
が正であることがわかるのである。
第1章 体に関する基本理論
本章では体 (たい)に関する基本的な内容を用語の説明も交えながら
述べる。これは第2章以降のための準備である。体と|ま四則演算ができ
る集合のことである。代数学においては群・環・体といつた演算をもつ集
合を扱 うが、体論はその中の代表的な一分野である。ただし、ここで述
べるのはその初歩の部分である。
1。1 体の定義
定義 1.1.1集合 κ とK上の2つの演算、加法 “+"と乗法 “×"があると
する。κ上の演算が以下の6つを満たす とき、κ を体とよぶ。
1,κは加法、乗法で閉じている。
2.加法、乗法は可換である。つまり、任意の元 α,b∈κ について
,  α tt b=b+α      α×b=b×α
が成 り立つ。
3.加法についても乗法についても結合律が成 り立つ。つまり、Kの元
Qb,cに≪)いて、
α十(b+C)=(α tt b)十C
α×(b×6)=(α×b)×C
_ が成 り立つ。
4.加法,乗法について分配律が成 り立つ。つまり、Kの元 α,b,cにつ
い コ〔、
(α tt b)×C=α×C tt b×c
が成 り立つ。
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5,十に関する単位元0及び、×に関する単位元 1が存在する。つまり、
0,1で表 されるKの元があうて、任意のκ の元αについて、
0+α=α+0=α
l×α =α × 1=α
が成 り立つ。また
0≠1
である。
6.Kのすべての元は加法について逆元を持ち、Kの0以外のすべての
元は乗法について逆元を持つ。つまり、任意のXの元 αについて、
あるκ の元 ―αがあつて、
α+(Tα)=(一α)+α=0
が成 り立ち、o以外の任意の元 α∈κ に対 してあるKの元alが
あつて、
α × α
l圭
α
l×
α =1
が成 り立つ。
有理数の集合Qや実数の集合Rは(通常の加法,乗法に関して体の例
となっている。
補題 1,1。2κの元αとKの加法に関する単位元0において、
0×α=0
である。
証明 Kの乗法に関する単位元1を用いる。
α×0+α=α×0+α×1
=α×(0+1)
=α × 1
=α
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両辺に加法に関する逆元 (―α)をカロえて
(α×0+α)十(―α)=α+(―α)
より、
α×0=0
を得る。
□
補題 1。1.3体Kにおいては、加法の単位元 も、乗法の単位元も唯一で
ある。
証明 α,βをκ上の乗法の単位元とする。α,βは単位元なので、
α=α×β=β
よって乗法の単位元は唯一である。
γ,δはκ上の加法の単位元とする。γ,δは単位元なので、
γ=γ+δ=δ
よってカロ法の単位元は唯一である。                □
補題 1。1.4体KにおいてKの元αの加法,乗法の逆元は存在するなら唯
一である。
証明 α,βをκの元αの乗法の逆元とする。α,βは逆元なので、
α=α×1=α×(α×β)=(α×α)×β=1×β=β    `
よつて乗法の逆元は存在するなら唯一である。
γ,δはK上の元bの加法の逆元とする。
γ=″キ0=γ+(b tt δ)=(γ+b)+δ=0+δ=δ
よって加法の逆元は唯一である。                 □
定義 1。1.5Eを体とする。Eの部分集合KがEの演算o日法,禾法)に関
して体となっているとき、KをEの部分体 とい う。
以下、本論文では体 といえば原則としてCの部分体のことに限る。た
だし、Cは複素数全体の集合である。また体の乗法の記号は省略してα×b
を単にαbなどと表す。
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1。2 代数的な元と多項式
定義 1.2。lKを体とする。πを不定元とするκ係数多環式の集合をκレ]
と表す。
定義 1.2.2体κ ⊂C,α∈Cに対してαを解とするκ係数多項式がある
とき、αをK上代数的という。αを解とするκ係数多項式がないときt
αをκ上超越的という。
定義 1。2.3α∈CがQ上代数的なとき単に代数的な数という。α∈Cが
Q上超越的なとき超越数というも
自然対数の底cや円周率πは超越数の例となっている。
定義 1.2.4K上代数的な数αについて、αを根とするκ係数多票式 (≠0)
のうち、次数が最小のものをαのK上の最小多項式という。
定義 1.2,5最大次数の係数が1の多項式をmOnicであるという。
本論文では最小多項式というと最小多項式のうちmonicなものをさす
こととする。
定義1.2.6バ″)∈κ[″]とする。∫(■)がκ上既約であるとは、∫(″)はT
次以上であり、「P(■),g(″)∈κ[″]に対して∫(")=P(″)g()ならばp(″)
または9(″)が定数になる」が成り立つときにいう。
補題 1。2,7κ上代数的な数αを解に持つ最小多項式を∫(″)とする,こ
のとき、多項式バχ)はκ上既約である。
証明 バ″)は既約でないと仮定する。つまり、定数でないκ上多項式
P(χ),9(″)が存在し、∫(″)=P(“)g(″)となると仮定する。∫(α)≡0なの
で、p(α)9(α)=0である。よつてP(α)=0または9(α)=0となるが、い
ずれにしても∫(π)より小さい次数なのにαを解に持つことになり、最小
多項式の定義に矛盾する。よつて、最小多項式は既約である。
□
補題 1。2.8α∈Cとし、∫(")がαを根に持つK上既約でmOnicな多項式
とすると、∫(″)はαの最小多項式となる。
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証明 αのκ上の最小多項式をg(″)とする。g(″)の次数はバ″)の次数
以下である。このとき、∫(″)をθ(″)で割った余りを考えるとく
∫(″)=θ(″)P(″)+r(″)
であるので、
∫(α)=g(α)p(α)十r(9)
となる。このとき、r(″)≠0でないとすると、r(%)は余りであるから、
deg g(″)>deg r(″)である。ノ(α)=0,g(α)=0なので、γ(α)=0となる。
これはg(″)がαの最小多項式であることに矛盾する。よつて、r(″)≡0
であり、∫(")=g(″)P()である6∫(″)は既約なので、θ(")かP(")が定
数となる。g(″)はαの最小多項式なので、P(π)は定数である。∫(″),θ(″)
はmonicよりP≡1で∫(″)=g(π)となる。
□
定義 1。2。9α,β∈Cとする。あるκ上既約な多項式∫(″)があつて、α,β
が共にバ″)=0の解となることをα,βがK上共役であるというR
次にK上既約な多項式は重解をもたないことを示したい。そのために
いくつかの定義や補題を準備する。
定義 1.2.10C[″]∋∫(χ)=αれ″れ+απ l″れ
~1+…・+αl″+αOに対して、
∫′(″)=ηαれ″π
~1+(η-1)απ_1″れ2+….+αl
とおき、∫′(")∈CI"]を∫(")の微分という。∫(″)がN″]の元ならこれは
解析的な微分に一致する。
補題1.2.11∫(″),g(″)∈Cレ]に対して、
1:(ノ(π)+g(″))′=∫′(″)+g′(″)
2.(ノ(″)g(″))′=∫′(″)g(″)+ノ(″)θ′(″)
が成 り立つ。
証明 直接計算で確かめることができる。             □
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とくに、補題 1.2.11より、
((″
_α
)2)′=(″―α)′(″―α)+(″―α)(″―α)′
=2("―α)
であることがわかる。  ′
補題 1.2.12∫(″)cC回,α∈Cに対して、∫(″)が(″―α)2で割り切れ
るとき、∫(α)=0,ノ′(α)=0が成り立つ。
証明 g(″)∈CI″]に対して、
∫(″)=(“―α)2g(")
とすると、∫(α)=0である。また、
ノ′(″)=2(″―α)θ(″)十(■―α)2θ′(″)
となるので、∫′(α)=0である。
□
補題 1。2.13∫(″)∈CI″l,α∈Cに対して、∫(α)=0,∫′(α)=0であると
きtバ″)は(″―α)2で害1り切れる
証明 ノ(α)=0より、∫(″)=(″―α)ん(″)となるん(″)cC[“]が存在する:
このとき、∫′(χ)=ん(″)+(″―α)ん′(″)なので、∫′(α)=0より、ん(α)=0
である。ゆえに、ん(π)も(″―α)で割り切れて、∫(″)は(″―α)2で割り
切れる。
□
定理 1。2.14∫(″)∈K国に対して、∫(″)がκ上既約なとき∫(″)は重解
をもたない。  |
証明 バ″)をご次多項式とする。仮にノ(″)が重解αをもつとすると、補
題1,2,12より、バα)=0,∫′(α)=0となる。特に、∫(a)=oかっバ″)
はκ上既約なので、補題1.2.8より、∫(″)の最高次の係数をた(≠0)とす
ると、
:∫(″)は
αの最小多項式であ
段し鍵ム「 菖冒頻侯象I母RTF∫′(″)∈κ[″]であり、ノ′(″)はα-1
島ノ。)はノ。)より次数が低く、αを解にも
つから、∫(π)が最小多項式
であることに矛盾する。よつてバ″)は重解をもたない。
□
第1章 体に関する基本理論
この節を終わるまえに、後に使 うユークリッドの互除法を応用した結
果について述べておく。
定義 1.2.15∫(″),g(・)∈κ回について、バ″)とg(″)を両方とも害1り切
るmonicなκ上の多項式のうち次数が最大のものを
“
DK(バ″),g(″))
という。     ′
ユークリッド互除法により得 られる次の定理は大変有名である。証明
は例えばp]のp.75を参照されたい。
定理1,2.16∫("),g(π)∈κ回であり、σθDκ(∫(″),θ(Z))=α(″)とす
る。このとき、あるα(″),b(″)∈κ[″]があつて、バπ)α(″)+g(″)b(■)=α(″)
が成り立つ。
1。3 体の拡大
定義1.3.lEを体とする。Eの部分集合XがEの演算o日法,乗法)に関
して体となっているとき、Eをκの拡大体という。
KをEの部分体とすると、補題 1.1.3より、κ とEの加法に関する単
位元は一致し、κ とЁの乗法に関する単位元も一致する。
命題 1,3。2Cの部分体KはQを含む。
証明 κはCの部分体なのでκの加法に関する単位元は数0に一致する。
また、κの乗法に関する単位元も自然数 1に一致する。よつてκ DO,1
である。κ ∋0,1より、任意のη∈Nについてη圭1+1+….+lcκ
である。任意の有理数
"こ
Qについ下″=:(α∈Z,b∈N)と表すことが
できる。ただし、Zは整数全体の集合であり、Nは自然数全体の集合であ
る。ここで"=(土lαl)×blであり、lαl,b∈N⊂κであるから″∈Kである。ゆえにQ⊂κである。
補題 1,3.3Cの部分体K,κ′についてκ∩κ′も体である。
証明 κ∩κ′∋α,bとする。κ ∋α,らなので、κ ∋α+0,αbである。ま
た K′Dα,らなので、κ′∋α tt b,αである。よつてK∩K′∋α tt b,αと
なる。つまりκ∩κ′は加法、乗法で閉じている。
12
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またκ∩κ′はCの部分集合だから加法、乗法において可換であり、結
合律、分配律は成 り立つ。また、K,κ′は0,1を含むので、κ∩κ′も0,
1を含む。
最後に加法、乗法に関する逆元の存在を示せばよい。κ∩K′∋cとする。
(c≠0)このとき、c~1,一cを考える:κ,κ′は体なのでc~1,一ccκ,κ′
である。よつてc~1,一c∈κ∩κ′である。以上よりκ∩κ′は体である。
□
上記は2つの体 κ,K′の共通部分を考えたがC内の無数の部分体の族
ヤ亀lα∈五}についても∩α∈A KαはCの部分体となる。′このことから
次の定義を考える。
定義 1。3.4Cの部分体Kとal….α"∈cを考える。κ とαl_,αmを
含むすべての体の族ヤt(α∈劫}について、その共通部分∩α∈4 καを
K(αl.,,αれ)と表し、Kにαl….αれを付加した体という。
定義からK(αl.…αれ)はκ とαl・…αれを含む最小の体ということができ
る。次に体κに元を付カロした体を具体的な集合として表すことを考える。
印={粥FO,ク0∈
証明 まず
印 ⊃{粥FO,gO∈K回,gO≠0}
を示す。そのために帰げ0,90∈KDを考える。
補題 1.3.5体κ ⊂
れる。
とすると、
Cにα∈Cを付加 した体 κ(α)は以下のように表さ
(1,1)
ノ(Z)=αo+…・+αれ″π(αづ∈κ)
g(χ)=bO+・…+bm″m(bづ∈」r)
∫(α)=αo+…・+αれαη
g(α)=bo+・…+輛m
?
?
?
?
?????
??
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となり、κ(α)はκの元とαを含み和と積で閉じているので、∫(α),g(α)は
Koに含まれる。KOは体であ味 ズ→ ≠0なので帰 =胴ズ04
もκ(α)に含まれ、(1.1)が成り立つ9
こ こで 、
E={粥いθO∈K回,gO≠0}
とおく。もしもEが体であれば、K(α)はKとαを含む最小の体なので、
K(α)⊂Eとなり、K(α)=Eである。
よって、Eが体であることを示す。
Eの元妾器争器けしてヽ
器 キ器 =重
重二整
Jl告tJ譜;量
生些立
器器=士蹴〓と」こFg稚退羹象月邸飛曇客采″:ヵ、:|ま暑暮層F巽よ晟二Ъ立つ
ことは明らかであ り、
0=:, 1=:
を含み、カロ法に関する逆元を含む。乗法に関する逆元は、∫(α)≠0のと
き
★針
が
妾器
の逆元となぅ。積の逆元は0以外の任意の元に村しての
み考えるのでこれでよい。以上よりEは体である。        □
定理 1.3.6α∈CをK上代数的とする。αのK上の最小多項式′をノ(″)
とし、∫(″)の次数をηとする。このとき、
K(α)={bo+blα+…・十硫_lαπ llらを∈Й]
となる。
証明
Z={bo+blα,…+硫lαη llbを∈κ}
とする。κ(α)はKとαを含む最小の体なのでκ(α)⊃んである。
一方、ι⊃κ,L∋αは明らかだから、Lが体であればκ(α)⊂Lとな      。
り、K(a)=五となる。以下、Lが体であることを示す。
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五が和で閉じていることは明らかなので、まずLが積で閉じているこ
とを示す。五の任意の元は、η-1次以下のκ上の多項式 P(″),9(″)を用
いてP(α),c(α)と表される。,(″)g(π)を∫(")で害1って、
p(″)g(″)=∫(")g(″)十r(″) (1.2)
とおく。ただしg(″)が商でr(■)が余りである。このとき、多項式の割り
算の性質から、θ(″),r(″)はκ上の多項式でr(")の次数はη未満である。
(1.2)にαを代入すると、
P(α)g(α)=ノ(α)g(α)十r(α)
となり、∫(α)=0より
P(α)9(α)=r(α)
を得る。T(α)∈Lなので、Lは積で閉じている。
五⊂Cであるから、カロ法、乗法で可換であり、結合律、分配律が成り
立つことも明らかである。0,1∈Lより、単位元も存在する。加法に関す
る逆元が存在することも明らかなので、最後に乗法に関する逆元が存在
することを示す。
0でない任意のZの元βに対して、η-1次以下のg(″)∈κ回があつ
て、β=θ(α)と表される。∫(″)はαの最小多項式なので既約である。ま
た、g(″)は∫(″)より次数が低いから、θO駆∫("),g(″))=1になる。よつ
て適当なバ″),3(″)∈κ[″]を用い、ス(″)∫(″)十B(″)g(″)=1となるよ
うにできる。β(″)をバ″)で害1って、B(■)=∫(″)σ(″)十D(″)とする。
(deg D(″)≦η-1)∫(α)=0より、
1=バα)バα)十(∫(α)σ(α)十
'(α
))θ(α)
=D(α)g(α)
となる。よつてθ(α)の逆元は
'(α
)となり、逆元が五に含まれる。
ゆえに、Lは体となり、K(α)={bo+blα+…・+われlαπ llろを∈κ}と
なる:
□
定理 1.3。7α∈Cとする。αのκ上の最小多項式を∫(■),degノ(″)=η
とする。このとき、κ(α)の任意の乖はαO_,απ∈Kを用いて、αO+αlα+
・…+αη_lαれ~1と~意的に表される。
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証明 β∈κ(α),αじ∈K,bを∈κ とする6
β=αo+αl α+…・+απ_lαれ1
β=bO+blα十・・・十bり lαれ~1
と2通りの方法で表せると仮定する。このとき、
0=αO―bO+(al一b )α+…・十 (απ l―硫_1)αつ~1
を考えると、αO一bO,・…,απ_1-bれ1の中に0でないものがあればαを解に
持つη次未満のκ上の多項式が存在することになり、∫(″)が最小多項式で
あることに矛盾する。よつて、κ(α)の任意の元はα。+αl α+…・+αれ_lαn_1
と一意的に表される。
□
1.4 体の同型
体は加法、乗法の2つの演算を持つ集合なので、体の間の写像 として      '
これ ら2つの演算を保存するような写像が重要となる。        '
定義 1.4.lκ,五を体 とする。写像 φ:κ→ 五が任意の α,|∈κ につ
い 口〔、
φ(α+b)=φ(α)十φ(b)         、
φ(乙×b)=φ(α)×φ(b)
を満たすとき、φをKからLへの体の準同型または中への同型という。
また、ψが全単射のときφを体の同型または上への同型という。
定義 1,4。2κ,Lを体とする。K,ルの2つの体が同型であるとは、κ,L
の間に同型な写像が存在するということである。Kと五が同型であるこ
とをκ tt Lと表す。同型写像の合成や同型写像の逆写像も同型写像であ
るので体の同型αは同値関係である。
補題 1.4。3φが体κから五への準同型であるとき次の4つが成り立つ。
1・ φ(0)=0である。
2.φ(1)=0またはφ(1)=1が成り立つ。
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3.φ(1)=0ならば、任意のα∈κについてφ(α)=0である。
4.φ(1)=1ならばφは単射である。つまり、α,b∈Kについてφ(α)=
φ(b)ならばα=bである。
証明  1.φ(1)=φ(0+1)=φ(0)+φ(1)であり、両辺からφ(1)を引い
.て、φ(0)=0を得る。
2.φ(1)=φ(1×1)=φ(1)×φ(1)なのでφ(1)(φ1)-1)=0となる。
よつてφ(1)=0またはφ(1)=1となる。
3.α=1×αよりφ(α)=φ(1)×φ(α)である。いま、φ(1)=0なので
φ(α)=0
4.まず、φ(1)=1,φ(0)=φ(1+(-1))=φ(1 十φ(-1)より、
φ(-1)=-1        (1.3)
である。いま、φ(α)=φ(b)と仮定すると、φ(α)+φ(-1)φ(b)=0な
のでφ(α―b)=0である。いま仮にα≠bとすると、
φ(1)=φ((α―b)(α―b)~1)       .
=φ(α―b)φ((α―b)~1)
=0×φ((α一b)丁1)
=0
で矛盾する。ゆえにα―b=0となり、φは単射となる。
□
以上のことから、φ(1)=0とするとφは自明な写像になってしまうの
で、体の準同型φ:κ→ Zの定義にφ(1)=1という条件をカロえるものと
する。このことから、特に体の準同型は常に単射となる。
定理 1.4。4κ,LをCの部分体とする。写像φ:κ→ Zが体の同型なら
ば任意のα∈Qにおいて φヽ(α)=αとなる。
証明 φ(0)=0,φ(1)=1より、φ(η)=η(η∈N)であう。(1・3)より、任意罐数祠こついてまφO=ηであ乙ば⇒=くりα〉バ⇒=
Lべ→=ηより次わ=れ≠のであ乙よつて、備の里∈Qにつη
いてφ(讐)=讐といえる。                  □
17
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例 1.4。5準同型である写像φ:Q(v5)→Cは2つしかない。
証明 /5はQ上代数的な数なので定理1.3.6より、Q(ν5)に含まれる任
意の元は有理数α,bを用いて、α tt b、落と表せる。このとき、
φ(α+bν5)〒φ(α)十φ(b)φ(ντ)=α tt bφ(V5)
となる。また、φ∝仁)φ6層)=φ(3)〒3であるから、φ←層)≡土√ であ
る必要がある。     、
1・ φ←層)=ャCのとき
φ(α+れC)=φ(乙)十φ(b)φ(√)=α+^だとなり、φは恒等写像と
なる。よつてこの場合のφは一つに決まり、φは準同型となる。
2.φ←編)=―ντのとき
φ(α+仏月)=φ(α)+φ(b)φ64)=α一れCとなり、この場合もφ
は一つに決まる。このときのφが準同型となることを示す。Q(ντ)
に含まれる任意の2元、p十ぃだ,r十ぉんに対して、
φ((P tt gV5)十(r+sャ4))=φ((P+r)十(9+S)ν5)
=P tt r一(g+s)ντ
φ(P tt gν3)+φ(γ+Sν3)=(p―gν3)+(γ一Sντ)
=p+r―(g+s)ν写
なので、
:  φ((P tt gャξ)+(r+SVτ))=φ(p+gV5)+φ(γ+Sν短)
` である。また、
φ(0+9ν億)(r+Sν5))=φ((pr+3gs)+(gr+pS)ντ)
=pr+39s―(gr+PS)V写
φ((p+9V5)φ(γ+SV5))=(p―しν5)(r_sν3)
=pr+395-(gr+PS)桁
なので、
φ((P tt gVτ)(r+sv値))=φ((ρ+gντ)φ(r+Sν5))
である。また、φ(1)=1であることから、φは準同型である。
18
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よって準同型であるφ:Q(ャ6)→Cはちようど2つ存在する。
□
上の例の考えを一般化すると次を得る。
補題 1.4。6α∈CをQ上代数的な数 とし、αの最小多項式の次数をηと
する。このとき、Q(α)からCへの準同型の個数は、η個以下である。
証明 Q上代数的な数αの最小多項式を
g(")=″つ+αη_1″れ1+…。十αl“十αO(αO,1-,αれ_1∈Q)
とする。特に、deg g(″)=ηとする。           /
ここで、定理 1.3.6より任意のz∈Q(α)は、
z〒CO+Cl α+…・+Cη二lαり1
と一意的に表せる。いま、φ:Q(α)→Cを準同型とすると、定理1,4,4よ
り、任意のα∈Qに対してφ(α)=αとなる。φ(α)=βとおくと、準同型
の性質から、
φ(Z)=Co+Clβ十・…+%_lβれ1
となり、βの値でφは決まってしまう。いま、g(α)=0なので、
φ(g(α))=φ(α)n+αれlφ(α)π
~1+…・+αlφ(9)+αo=0
である。よつてφ(α)はθ(χ)=0の解である。ゆえに、φ(α)の取りうる
値βは高 η々個であり(φの個数も高 η々個である。
□
次に、補題 1.4.6の準同型 φは実際η個存在することを示 したい。その
ために次の定理 1.4.7を用意する。
次の定理 1,4・7では、Cの部分体ではなく、抽象的な体 として拡大体を
構成する。(実際には、C自体もRからこのように抽象的に構成されたも
のである。)          .
定理 1.4.7Kは体、″を不定元、∫(″)をκ上既約なη次多項式とする。
このとき、
L平{απ_1″れ1+・…+αl″+αOlαパ κ}
とする。つまり、Lとはη次未満のκ上の多項式の集合である。このL
上に次のように演算を定めるとLは体になる。p(″),9(″)∈Zに対して、
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1・ P(″)+g(")∈Lを,(″)と9(″)の和とする。
2,P(″)9(・)を∫(″)で害1って
'   P(")g(π)=∫(″)g(″)十r(″)(ただしdeg(r(″))<η)
となるとき余りのr(“)をP(“)とg(″)の積とする。
証明 和について可換性、結合律、単位元の存在、逆元の存在は明らか
で、積について可換性、単位元の存在は明らかである。まず積の結合律に
ついて述べる。α(″),b("),C(″)∈Zについて、「α(″)とb(″)の積」とc(π)
の積をs(″)とすると、∫(π)で害1る多項式の害1り算が2つ成 り立ち、
α(″)b(κ)=∫(″)gl(″)+rl(″):        γl(″)C(″)=∫(π)g2(″)+S(″)
となるので、
α(″)b(")C(″)=∫(π)gl(″)C(″)+∫(″)g2(″)+S(・)
=∫(″){gl(″)C(")+g2(π)}+S(″)
となる。つまり、s(″)は(α(″)b(″))C(″)を∫(“)で害1った余りである。
α(″),b(・),C(″)∈Lについて、α(″)と「b(″)とC(″)の積Jをす(″)とす
ると、ノ(″)で害1る多項式の害1り算が2つ成り立ち、
b(″)C(″)=∫(″)g3(")+r2(χ)
r2(″)α(″)=∫(")g4(″)十j(″)
となるので、
20
α(χ)b(″)ι(″)三∫(″)g3(″)α(″)十∫(″)g4(″)十t(α)
=∫(″){■(″)α(″)十θ4(π)}十ι(“)
となる。つまり、t(″)はα(″)(b(")C(″)を∫(″)で割った余りである。
よって、s(″)とι(″)はどちらもα(″)b(″)C(")を∫(″)で害Jった余りとな
り、結合律が成 り立つ。
次に積の逆元について考える。任意に0でないP(″)∈五を一つ とる。
∫(″)は既約で、P(")はバ″)より次数が低いから、P(″)と∫(κ)は互いに
素となり、定理 1.2.16により、
ρ(″)g(・)十∫(″)ん(″)=1
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となるg(″),ん(″)∈κ回 が存在するも9(″)を∫(″)で害1って、9(χ)=
∫(″)g5(″)十r3(″)とする。このとき、
′P(″)(∫(″)g5(″)+r3(″))+ノ(・)ん(π)=1
となり、変形すれば、
P(χ)r3(″)=∫(″)(一P(″)g5(")~ん(″))+1
となるから、P(″)とr3(″)の積は1である。
最後に分配法則について示す。α("),b(″),C(″)∈五について、α(z)c(π),
b(・)C(″)を∫(″)で割つた商、余りを
α(″)C(″)=∫(χ)g6(″)+鶴(")
b(″)C(″)=∫(″)g7(π)+υ(″)
とおくと、
(α(%)十b("))C(")=ノ(″)(g6(″)十ル(″))十七(″)+υ(″)
である。このとき、deg(z(″)十υ(■))≦η-1なので、υ(■)+υ(″)が余
りとなる。よつて、α(″)十b(")とC(″)のLでの積はじ(″)十υ(")である。
以上よりLは体である。
□
系 1.4.8α∈Cをκ上代数的、αのκ上の最小多項式をノ(″)とするι
このとき、∫(″)から定理1.4.7の五を構成すると、K(α)笠五となる。
証明 deg∫(・)=ηとする。φ:L→K(α)を次のように定める。P(■)∈五
に対して、φ(P(χ))=P(α)とする。このときφが体の同型であればょい。
まずφ(1)=1は明らか。p(π),9(%)∈五に対し、P(")と9(″)のLでの和
をs(“)とおくと、S(″)=P(″)+9(″)であるから、
φ(P(″)+9(″))=ψ(S(″))
=S(α)
=P(α)十g(α)
=φO("))十φ(9(″))
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となる。次に、P(″)と9(")のんでの積をr(″)とおくと、
いて、P(″)g(")=ノ(")t(″)+r(″)と表せる。このとき、
P(a)9(α)=∫(α)ι(a)十r(α)
=r(α)
22
あるι(″)を用
である。よつて、
φ(r(″))=r(α)=p(α)g(α)=φ(P(″))φ(9(″))
となるから、φは体の準同型である。あとはφが全射であればよいが、任
意のαO+αl α+…・+αη_lαπ l∈K(α)に対 して、P(")=αo+αl″+….十
απ-1■れ1∈Lとすると、φ(P(″))〒αo+…・+αれlαれ
~1である。よつてφ
は全射である。
ゆえに、K(α)とんは同型である。
□
系 1.4。9α,β∈CがQ上共役なとき、Q(α)2Q(β)⊂Cであるど
証明 α,βの最小多項式を∫(π)とする。このとき、補題1.2.7より∫(″)
は既約なので、バ″)から定理1.4.7の体五を構成することができる。系
1.4.8より、Q(α)蟹ι,Q(β)蟹んなので、Q(α)αQ(β)となる。このと
き、Q(α)壁Q(β)を示す同型写像はαをβに移す。
□
系 1.4。10Q上代数的な元α∈CのQ上の最小多項式を∫(″)としたと
き、Q(α)からCの中への同型の個数は∫(")の次数に等しい。
証明 degノ(″)=ηとする。すると、∫(″)=0の解αl….αれが存在する。
このとき、定理1.2.14より、∫(″)は重解をもたないので、αl…・αれは全
て異なる。Q(α)～Q(αづ)⊂Cより、φ:Q(α)→Cでφ(α)=αjとなる
ものが存在する。
ゆえに、φは少なくともη個存在するから、補題1,4.6より、ちょうど
η個存在する。
□
系1,4.1l Q上代数的な元α∈Rの最小多項式を∫(″)としたとき、Q(α)→
Rの同型は∫(″)=0の実解の個数に等しい。
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証明 RはCの部分体だから、
φ:Q(α)→R⊂C
と考えれば、Q(α)からRへの準同型φはCへの準同型と考えることも
できる。
ゆえに、系 1.4.10の準同型のうち像がRに含まれるものの個数に等し
いので主張は明らかに正しい。
□
1.5 体の超越拡大
この節では超越数をQに付加した場合どうなるのかを考えたい。
定義 195。1″を不定元として、Q上の有理式の集合
QO={粥FO,gO∈Q即,し0≠o}
ゲえ,。このとき、QO∋粥,帰けしてヽバ→ノ0=ノリズ→のときは、
;静|  夕静|
というように同じ有理式 と考える。
補題 1.5。2α(″),b(″),C(″),α(″)∈Q[″]、 b(・)≠0、 ご(″)≠9に対して、
Qし)の2元釜霧
と
袋審
の不日と積を
器十器=塑鵠譜塑  南
器×器=誌粥     面
と定めたときこれらはwel卜deinedであり、Q(″)は体となる。
第 1章 体に関する基本理論
証明 まず、式 (1.4)と式 (1.5)がwell―deinedであることを示す。
α(%)  α
′
(")
b(″)  夕(″)
C(″)  σ(″).   d(″)♂(″)
つまり、
α(")b′(″)=α′(″)b(″)           (1・6)
C(″)αl(″)=び(″)α(″)           (1,7)
ならば、
α(″)α(″)十b(″)C(・)α′(″)α′(″)+b′(″)C′(・)
b(″)α(″)       b′(″)α′(″)
α(″)C(″)  α′(″)C′(″)
b(″)α(″) b′(″)♂(")
つまり、
(α(″)α(")十b(■)C(″))b′(″)α
′
(″)=(α′(″)α
′
(″)+b′(″)ご(″))b(″)α(″)
α(″)C(″)b′(″)α
′
(″)=b(″)α(″)α′(″)C′(″)
であることを示せばよい。
式(1.6)より、
α(″)b′(″)α(・)α′(″)=α′(″)b(″)α(″)♂(Z)      (1.8)
である。また、式(1.7)より、
,    b(″)b′(″)C(″)α′(″)=b(″)b′(″)C(″)α(π)      (1,9)
である。式(1.8)と式(1.9)の両辺をたして、
(α(″)α(″)+b(″)C(″))b′(χ)α
′
(″)=(α′(″)d′(″)十b′(ケ)C′(″))b(″)α(1)
となるので、
α(″)α(″)+b(″)C(π)α′(″)α′(″)+b′(″)Cl(″)
b(″)α(″)            b′(″)α′(π)
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である。また、式 (1,8)と式 (1.9)の両辺をかけて、
α(″)b′(″)ι(生)α
′
(″)=α′(″)b(″)C′(・)α(″)
となるので、
(α(″)C(″))(b′(")α
′
(″))=(α
′
(″)C/(″))(b(・)a(Z))
である。よつて、
αO)∝→ ″し)σO)
bO)<→ υO)♂(→
である。ゆえに、式 (1.4)と式 (1.5)がwell―de■nedであることが示された。
次に 単位完を考え乙 事:∈。 → 猪 えると
?
??
?
??
+器=・半鵠静響=器×器圭姜器〒器
より加法、乗法の単位元が存在する。また、
(器十器)十需=α(″)α(″)十b(″)C(″)b(→αし) 十テ::
となるから、
器+(器十需)=
加法の結合律は成 り立つ。
(器×器)×需=
器×(器×需)=
α(″)α(″)バ″)十b(″)C(″)∫(")十b(″)α(″)θ(")
bO)<→ノ0)
器十塾鵠寄塑
α(・)ご(″)∫(″)+b(″)C(″)∫(″)+b(″)α(″)C(・)
∝→<→∫0)
さらに、
器需×需
αし)∝″)θ(→
b(")α(″)∫(″)
器
×
誌器
αO)∝→CO)
b(″)α(“)∫(″)
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となるから、乗法の結合律が成 り立つ。また、
(器年器)×需=∠幾畿器塑×需
α(″)d(″)C(″)+b(″)C(・)C(″)
×テ:;=誌器十誌器
α(″)d(π)0(″)+b(″)C(″)C(・)
b(″)α(″)∫(″)
より、分酉己律が成 り立つ。
最後に逆元を考える。
器×テ:;十器
器十評 α(″)b(")一α(″)b(″)∝″)2
?
??
〓
より、加法に関する逆元は存在する。
器×器=
である。
以上より、Q(″)は体である。
補題 1,5。3z∈RをQ上超越的と
Q(″)からの写像φ:Q(■)→Q儘)を
対して、
器≠0?ときく→
α(″)∝″)1
α(・)b(″)  1
≠0なので、
□
し、″を不定元とする。有理式の体
需
∈QOげ0,gO∈Qりに
φ
(多券|)=粥
とおくと、φは体の同型である。
証明 まずφが写像であることを示す。∫(“),g(″)∈Q回(θ(″)≠0)に対して、しは超越的なので、go≠0となることから、粥∈Qoである。また、器,帰∈。→に対し下、需二帰めときヽバ→貞→=ノ′(χ)θ(χ)である。よつて∫(し)g′(Z)=∫′(し)g(鶴)である。g′(υ),g(Z)≠0
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なので、
需
=器 である。ゆえに、夕ま臀か呼写像 として定義され
ている。
次に、φが体の準同型であることを示す。α(″),b(″),C("),α(″)∈Qレ]、
b(″)≠0、 α(″)≠0としたとき、
φ(器す器)=φ(塑器黒響2).
α(%)α(し)+b(%)C(鶴
b(し)α(%)
〒器+器
,(器)+φ(器)
が成り立つ。また、
φ(:::×器 )=φ(器 )
α(鶴)C(包)                   ヽ
b(Z)α(し)
=器×器
=φ(:::)×′(::3)  |
も成り立ら。すた、■=:=l毒r亀雀l.:.∫fal厖識F[S(b最後に、φが全射であることを示1について、α=器と表チことができる。このとき、β=粥∈Qり
とおくと、φ(β)=αである。よつて、φは全射である。
ゆえに、φは体の同型である。               ′
□
定理 1.5。4Q上超越的な実数α,βに対して、
φ:Q(α)→R
という中への同型でφ(α)=βとなるものが存在する。
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証明 φ:Q(α)→Q(β)という体の同型でφ(α)=βとなるものがあれば
よ い 。
実際、補題1.5.3より、″を不定元とすると、体の同型
φl:Q(″)→Q(α)
φ2:Q(″)→Q(β)
でφl(″)=α,φ2(″)〒βとなる体の同型があるから、φ2・φ「
1:Q(α)→
Q(β)も体の同型で、φ2・φ「
1(α)=βとなる。
□
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第2章 凸多角形の三角形へ分割
したときの座標
「正方形は有限個の 30°-60°・90°の直角三角形に分割できるか」という
問題がある。直角を挟む2辺の比が無理数であることから、直観的に不
可能であると感 じるかもしれないが、その無理数性は不可能の根拠 とは
ならない。実際、正方形を互いに相似な直角三角形に分割するとき、三
角形の直角を挟む 2辺の比が満たすべき条件は無理数性よりも弱い条件
なのである。
本章では、その条件を調べるための準備 として、有理凸多角形を三角
形に分害」したときの分割点の座標が、有理数に各三角形の内角の余正接
を付カロした体に含まれることを示九
2.1 問題提起と主定理
以下、凸多角形は頂点、辺と内部を合わせた平面上の集合 と考える。
定義 2.1。1座標平面Nにおいて、″座標、ν座標が共に有理数の点を有
理点という。また、頂点が有理点の凸多角形を有理凸多角形とい う。
定義 2。1.2凸多角形P,三角形 △1._△Nに対して、Pが△1.…△Ⅳに分
割されるとは、以下の2つの条件が成 り立つことと定義する。
1,P=△1∪…・∪△N
2.1≦を<ノ≦Ⅳの任意の△を,△」に対して、△を∩△′は△を,△プの境
界に含まれる。つまり、2つの三角形は辺、頂点の一部しか共有し
ない。|
今回は「Pが△1,…△Ⅳに分害1される」というとき、「Pや△をどうし
で辺を共有しなければいけない」とは仮定しない。だから例えば、図2,1
の△1,△2のように辺の言部のみを共有しているものも許容される
`
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図 2.1:辺を共有しない例
1987年L,Pogaによつて「正方形は有限個の30°-60°-90°の直角三角形
に分害Jできるか」という問題が提案された。直角を挟む2辺の比が無理
数√ であることから、直観的に不可能であると感 じるかもしれないが、
その推論は間違っている。実際、半角公式から、
l l cos30°
30
cos2 15°== sin2 15°=ギ
より、
であり、
2
ν写十νり 桁 ― ψ
cos 15°= sin 15°=
=2-νξ
4
tan 15°=sin 15°
cos 15°
となる。つまり、15°-75°-90°の直角三角形でも直角を挟む2辺の比は無
理数2-√であるが、図2.2のように、この三角形の斜辺を底辺におき、
斜辺の長さを1としたときの高さは、面積のう考察から、cos 15°sin 15°=:
である。よって、図2.3のように直角三角形を配置すると、正方形は 15°―
75°-90°の互いに相似な直角三角形に分割できることがわかる。つまり、
正方形を互いに相似な直角三角形に分割するとき、直角を挟む2辺の比
が満たすべき条件は無理数性よりも弱い条件のはずである。
本論文のテーマは、有理凸多角形Pが互いに相似な直角三角形に分害1
できるとき、直角を挟む2辺の比が満たすべき条件を調べることである。
つまり、有理凸多角形Pと正の実数αに対して、直角を挟む2辺の比が
αとなる有限個の直角三角形にPを分割できるとき、αの満たす条件を
調べた。自然に考えれば、αの条件はPに依存すると思われるが、実は
Pに依らない条件をαは満たす必要がある。つまり、次が成り立つ。
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sin 15。
図 2.2:15°-75°-90°の直角三角形
図 2.3:正方形の 15°-75°-90°の直角三角形への分割
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定理 2.1.3有理凸多角形Pが直角三角形 △と相似な三角形に分害1でき
るならば、△の直角でない内角αについてcot αがQ上代数的かつ cot α
の最小多項式の実根がすべて正となる。
cot 30°=√であり、√ の共役な数は一√ であることから、この定
理に依れば次の結果が得られる。
系 2.1.4正方形は30°-60°-90°の互いに相似な有限個の直角三角形に分害1
できない。
以下、定理 2.1.3の証明を行 うことが本論文の目的である。証明は Flの
ものを参考にしたが、その内容はとても一般化された内容 となっており、
初学者に向けた書き方 とはなっていない。ここでは頂点の座標が有理数
の凸多角形を相似な直角三角形に分割する場合に限定して整理する。尚、
問題提起自体は幾何学的なものであるが、結論を見ればわかるように体
の拡大とい う代数的な内容 と密接に関係 している。
2.2 分割辺の傾き
有理凸多角形が三角形に分割されるときの分割辺の傾きについて調べ
る。実際、分割辺の傾きは各三角形の内角の余正接と有理数を用いて四
則演算で表すことができる。
定義 2.2.1線分の両端点の二方を始点、他方を終点と定めるとき、線分
に向きを定めるといい、向きを定めた線分を有向辺という。また、有向
辺スBと書くときはスを始点、βを終点とする。
有向辺ABに対し、
浦 〒 (r cos θ,r sin θ)
となるr>0,θ∈Rを選ぶとき、θを有向辺スBの偏角ということにする。
ただし偏角は2πの整数倍のあいまいさをもつ。
補題 2.2.2多角形Pは三角形△1,….,△Ⅳに分割されるとする。Pの一
つの辺に向きを定めた有向辺を∫とし、△J(1≦J≦Ⅳ)の1つの辺に適当
に向きを定めた有向辺をcとする。このとき、(cの偏角)―(∫の偏角)は
△1,….,△Nのいくつかの内角の和である。
第2章 凸多角形の三角形へ分割したときの座標
図2.4:△1,…・,△続のとり方
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証明 図2,4のように、△1,….,△Nの中の三角形の列△1,….,△れで次を
満たすものがとれることは直観的に明らかであろう。
1.ノは△1の辺を部分として含む。
2.eは△親の辺である。
3.△:と△:+1は辺の一部を共有する。
△:と△:+1が一部を共有する△:の辺の向きを適当に定めてその偏角を
αことする。また、∫の偏角をα=αO、 Cの偏角をβ=αれとする。
まず1つの△:に注目して、
αづ一αを_1が△:の内角のいくつかの和 となる ●・1)
ことを示す。△:の偏角αこの辺と△:の偏角 α。1の辺の共有頂点をSと
し、偏角αづの辺をSび、偏角αづ1の辺をSTとする。辺の向きを変える
と、偏角はπ変化するが、△:の内角の和は7なので、辺の向きを適当に
定めて(2.1)を示せば十分である。そこで、Sをαを,αを1の始点として示
す。このとき、以下の2通りが考えられる。
1,S,T,びが△:のまわりに時計回りに並ぶとき (図2.5)
図 2.5:S,T,Uが時計回りのとき
図を見てわかるように、
αづ~αづ_1=7「+∠T十∠υ
である。
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2.S,T,びが△:のまわりに反時計回りのとき (図2.6)
S
図 2.6:S,T,Uが反時計回りのとき
図をみてわかるように、
αを一α■1=∠S
である。
よって、αを一αづ_1は△:のいくつかの内角の和である。ゆえに、
β=いれ―αれ_1)十鰤れ_1-απ_2)+…・+(αl―αo)+α
=α十(△1,…,,△Nのいくつかの内角の和)
なので、示された。
□
定理 2。2.3有理凸多角形Pは三角形 △1.…△Ⅳに分割 され るとし、プ=
1.…Ⅳに対して、△′の内角をα′,島,ηとする。このときt有理数体Q
に cot αl,cot βl,COt範,….,COt αⅣ,COt βN,COt γNを付 加 し た 体 を
F=Q(COt 91,COt βl  γl,,,,,COt αⅣ,cot SAr,cOt 7Ar)
とおくと、ν軸に平行でない三角形
^′
の辺の傾きはFに含まれる。
証明 △プの一つの辺をcとするもcが″軸と平行なら示すことはないの
で、(cの傾き)≠0としてよい。このとき、″軸と平行でないPの一つの
辺に適当な向きを定めてその偏角を7、 cに適当な向きを定めてその偏角
をτ′とし、θ=7′―τとすると、
35
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である。ネ甫題2.2.2与り、θはol,βl,γl,.…,αⅣ,βⅣ,γⅣのいくつかの和で
表せるので、とを7,αl,βl,γl,.…,αⅣ,βⅣ,知のいずれかとして、
τ tt θ=ΣEQ
づ=1
と表すことができる。ここでPの辺の傾 きは有理数なので、を=1,…・,η
について、cot δ
`∈
Fであることに注意する。 この とき、た=1,_.,ηに
ついて、
COt(ΣのCF
じ=1
た
Σ&=π×(整林)
J=1
のいずれかが成 り立つことをたに関する数学的帰納法を用いて示す。
1,た=1のときcot δl∈Fより成 り立つ。
2.た=ん。のとき式 (2.2)または式 (2.3)が成 り立つと仮定して、た=
た0+1のとき成 り立つことを示す。
○た=た0のとき式 (2.2)が成 り立つ場合を考える。このときもしも、
た0
COくΣO+COtOれ+1)≠0なら
二=1
●.2)
または
〓
?
―
?
?
?
????
?
?
‐
‐
?
?
?
???
?
??
??
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?。
?
?
?
?
?
?
???
?
?
?
???
+C6t(δん。+1)
●.助
(2.4)
∈Fとなる。
?
、
‐
?
?
?
???
?
?
?
‐
‐
?
?
??
より式 (2.4)の右辺はFに含まれるので、
?
?
?
?
?
????
?
?
‐
?
?
?
???
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一方でもしも、9ot(IΣ島)十COt(偽。+1)=0なら
づ=1
た0   、
C9くΣの〒―COt(a。+1)=cot←δ祐+1).
づ=1
ん0
であり、cotはπの周期をもつので、Σ &=(πの整数倍)一ぬ。+1で
」=1
た0+1
ある。よつて、Σa=←の整数倍)となって成り立つ。
j=1
0た=た0のとき式 (2.3)が成 り立つ場合
Σ&=π
づ=1
とおく。(π∈N)
すると、
た0+1
Σ&=赫+仇+1
づ==1
である。
δ考。+1がπの整数倍のときは、
Σ &=(7の整数倍)
を=1
となり、成 り立つ。
一方、δ考。+1がπの整数倍でないときは、
COくΣEの=COt(π7+δ祐十→
`=1
=COt(磁。+1)∈F
となり、成 り立つ。
以上より数学的帰納法からん=ηの場合に、
COt(Σの∈F
を=1
37
●・5)
第2章 凸多角形の三角形へ分割 したときの座標         38
または
Σ 島=7×(整数)         (2.6)
づ=1
のいずれかが成り立つ。
1,cot(Σa)∈Fのとき
を=1
COくΣδめ≠0ならtan∈十の=「三
「
_とFにl        cot(Σa)
を=1
COtのEa)=oならτ tt θ=西&=,十π支(整数)である。この
を=1                    」=
とき辺 eはν軸に平行である。
η
2,Σと二π×(整数)のとき
を=1
ta■(τ tt θ)=tan(ΣE&)=0∈F
づ=1
よつて、いずれの場合もFに含まれることが証明された。
□
2。3 線形代数
高等学校ではベク トルといえば平面ベク トル、空間ベク トル といった
幾何学的なものだが、ここでは抽象的なベクトル空間を考える。
定義 2.3.1集合y,体κ を考える。(yの元とKの元を区別するため以
後この節ではyの元を太字で
“
,νなどと書 く。)またy上に次のような2
つの演算があるとする。
1,yの2つの元
“
,νに対 して、
“
とυの和とよばれる"十υ∈
yが定まる。
2.yの元",κの元 たに対 して、“
の た倍 (スカラー倍)とよばれる
た
"∈
yが定まる。
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上記の演算が以下の4つを満たすとき、1/をK上のベク トル空間と
いう。
1,1/は十に関してアーベル群である。以下、yの乗法に関する単位元
を0とする。                         ′
2.任意の
"∈
1/に対して、1"="が成り立つ。       |
3.任意のた,ι∈K、 "∈
yに対して、た(ι")=(んι)"が成 り立つ。
4.任意のた,J∈ζ、
“
,υ∈yに対して、
(た+:)".=ん"+J",た(“+υ)=た“
十たυ
が成り立っ。
例 2.3.2κはLの部分体であるとき、L内の和と積をベクトルの和、ス
カラー倍とすれば、Lはκ上のベクトル空間である。` 特に、RはQ上の
ベクトル空間である:また、Q(～α)もQ上のベクトル空間である。
定義 2:3.3κ上のベクトル空間yの元の組 {o.,α2,∵・,αれ}が~次独立
であるとは、
Cl,C2・…Cれ∈Kに対して、cl o.+c202+…・十Cぉαπ=0なら
ばCl=‐C2=・…=%=0
が成り立つことである。
定義 2.3.4κ上のベクトル空間yの元の組 {α.,α2,…・,απ}が~次従属
であるとは、
C10■+C202+・… Cれαπ=0(cl,c2,.…,Cれ∈κ)かつCl,C2,….,Cπ
のうち少なくとも1つが0でないようなcl,c2,,…Cれが存在
する
ことである。つまり、{α.,02,…,απ}が~次独立であることの否定であ
る。
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定義 2.3.5K上のベク トル空間をyとする。α.,α2,…・,απ∈yに対し
て、次の集合
セ|"=Cl a7.+c202+・・・十Cπαπ,Cl,o,…・ Cπ∈Й]⊂y
はyの部分ベク トル空間となる。これを、〈αl,α2,…,,απ)と表して、αl,
02,,…,απの生成する部分空間とい う。
定義2,3.6K上のベクトル空間yの元の組{αl,α2,,…,απ}に対して
{α■,α2,…・,απ}がyを生成するとは、
1/=(α
・ ,α2,…・,απ)
となることである。言い換えると、任意の
“
∈yに対し"=cl ol+c2α2+・…+Cπαπとなるようなcl,c2,・…,Cれ∈κが存在することである。
定義 2.3,7κ上のベク トル空間yの元の組 {α.,α2,,・,απ}がyの基底
であるとは、αl,α2,…・,απがκ上一次独立であり、かつ、α.,α2,―。,απ
がyを生成するときのことである。
以下の3つの定理は線形代数の中でも基本的である。証明は例えば、μ]
などを参照のこと。
定理 2.3.8K上のベク トル空間yの基底が1つ存在するなら、基底を構
成するベク トルの個数は常に一定である。その個数を次元という。
定理 2.3.91/をκ 上のベク トル空間とする:αl,α2,…・,απが7を生成
するとき、α.,α2,…・,αれからいくつか選んでyの基底にできる。
定理 2.3.101/をK上のベク トル空間とし、アの次元は有限であるとす
る。α.,α2,.…,απ∈yがκ上独立であるとき、a.,02,…・ απにいくつ
かのyの元をカロえてyの基底にできる。
定理 2.3.11については、定理 2.4.2の証明で用いるため、証明を以下に
述べる。
定理 2.3.1l1/をκ上のベクトル空間とする。また、α.,α2,…・,αれを基
底とし、".,“2,…・,"π∈
yがyを生成するとする。
このとき、".,"2,…
。,"773のうちある
“
をがあつて、
“
を=たlo.+た202+・…+たπαπ
と表したときた1≠0である。
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証明 背理法を用いる。そこで仮に、任意の
"を
に対 して、
“
を=たlo.+た202+…・+た鳥απ
と表 したとき、た1=0となると仮定する。このとき、各 ".,"2,…・,“π
はα2,α3,・.:,αれの一次結合で表される。
一方、"1,“2,…
,,“れは1/を生成するので、特にαlも".,"ら,...,“π
の一次結合で表 される。
よって、α.はo2,α3,・…,αれの下次結合で表されててこれはαl,α2,…・,απ
がκ上一次独立であることと矛盾 している。ゆえに主張が示された。
□
2.2節では有理凸多角形Pが三角形に分割されるとき、分害1辺の傾きが
Fに含まれていることを示した。ここでは分割点の座標もFに含まれて
いることを示す。そのために、まず補題 2.4.1を用意する:
補題 2。4,1有理凸多角形Pは三角形△1.…△Nに分害1されるものとする。
このとき、△1.…△Nの各頂点の″座標全体の成す集合をXとする。△′
の内角を%,島,動としてヽ
F=Q(COt αl,cot βl,COt範:・・・,COt αAr,cot βⅣ,cot γハ「)
とおく。このとき、min X<″1 mⅨχ となる■1∈Xに対して
νl・…‰,Zl l・.Zれ∈χ とsl.…sれ,ιl….ιm∈Fが存在 して、次が成り
立つも
1.づ=1,…,,η,た=1,….,mに対して、st>0,ιた>0,銑<″1<zた
21Σ島ol―
"=Σ
tんレん―"1)
づ=1             た=1
証明 ″=■1上の頂′点の一つをyとし、その座標を (″1,″2)とする。y
の周 りの様子を考えると図 2,7,図2.8,図2.9,図2110のようになるので、
いずれの場合にも次の"1."と"2.Pのうちいずれかが成 り立つ。
1.νl<″1<zlであるようなy(″1,χ2),β(νl,ク2),θ(Zl,Z2)を頂点とす
る三角形△Jが存在する。
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2。4 分割点の座標
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2.1/を頂′点とする三角形△′があって、ν軸に平行な直線″=″1上に
△′の辺が存在する。
図2,7:yがぁる△の辺上にあるとき図 2,8:1/が1/を含む三角形すべ
の頂点であるとき
B
図 2,9:yがPの頂点となるとき 図 2.10:yがPの辺上にあるとき
"1."が成 り立つとき
線分Bσ上にD=(″1,鶴)をとる。3yの傾きを亀 ,yθの傾きをお ,βσ
の傾きを助 とする。(図2.11を参照。)
Dとyのν座標の差を考える。それぞれ B,θのν座標 を基準にして,、
D,1/のν座標 とのちがいを考えると、
し ~″ 2=50(″ 1-ν l)二 S3(″1-ν l)=一 SIZl二 ″ 1)一 (―Sο (Zl=χ l))
とわかる。助 ―SB=3,Sο一跳 =ιとおくと、定理 2.2,3より、s,ι∈F
であり、s(″1-νl)=ι(Zl―″1)である。
て
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図2,11:y3θを頂点とする三角形
～
この両辺の値は包―
“
2であるから0でなく、(″1-νl),(Zl二″1)は共
に正となるため、き,tは同符号となる。よつて、1.のとき主張が成 り立つ。
(このときはη=772=1である。)
"2."が成 り立つとき
7を通りν軸に平行な△′の辺を延長した部分にもPの分割線は続く
可能性がある。出来る限り長く分割線上に延長した線分をι=″1×レ,d
とする。Pが凸であり、″1はXの最小値,最大値でないから、ιの両llllに
ι上に辺を持つ三角形が("1,b)から(″1,c)まですきまなく並ギ。(図2.12
を参照。)
ιの左側の三角形を下から△1,….,△れとおき、ιの右側の三角形を下から
△れ+1,,・,△πttmとおく。△をの頂点を(πl,zづ1),(″1,Zを),(νを,α)とおく(j=
1,,…η)。 △れ十たの頂点を(■1,υた_1),(″1,υん),(Zた,Z力)とおく(た=1,.・・m)。
(図2.13を参照のこと。)ただし、
b=鶴0<し1<…・<%れ=C
b=υO<υl<…・<υれ=C
とする。このとき、
鶴づ― Z`_1=(%を一α)十(α―Zを_1)
υづ― ν:
(″1-νj)十甕
~しを1(″1_銑)
″1-銑 ″1-銑
=(嵩十特 )は"1/z   ″1~
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図 2.12:"=″1上
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lX l ui)  (X lVk)
でぁ2。 Zj―α,Zじ1-例は△じの辺の傾きなので、鶴j~α―γを1-α
″1-銑 ″1~銑           ″1-銑 ″1~νづ
をsこ とおくと、定理2.2.3より、sづ∈Fとなる。このとき、五。一しづ1>o
●1-ν`>0より、sづ>0である。
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にkZl)
(ylyF)
(Xl ui_1) (Xl Vk_〕
図 2.13:△を, れ+たの頂点座標
同様に、                         '
υれ+た~υれ+た-1=(υれ+た一Z力)十(Zカ υーη十た1)
=響 け 0+轡 偽 a
=(轡 +得 )けa
なので、嘔 十
Zl~υた1=ι
んとおくと、定理 2.2,3より、ιん∈Fと
Zた~″1 れ ― ″1
なる。また、ιん>0である。いま、
C―b=Σ色―銑1)=Σ島01-"
t=1
=5ン(υれ十ん~T鋳汁た-1)=Σィιた(Zた一″1)
ん=1
かつνを<πl,zた>πl,島∈二 tた ∈二St>0,tた>0であるので、主張が示
された。
'                           □
定理 2.4.2有理凸多角形Pは△1.…△Ⅳに分割されるとし、△プの内角を
αル島,飾(プ=1・…Ⅳ)とする。このとき、
F=Q(COt αl,cotβl,COt■,…,,COt αⅣ,cotβⅣ,COt 7Ar)
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とおくと、△ぅの頂点の座標はFに含まれる。
証明 三角形△1,….,△Nの頂点の″座標を小さい順に並べ、πO<…・<″P
とする。ν座標についても同様であるから、πO,.…,"p∈Fを示せば十分
である。いまFはRの部分体であるので、RをF上のベクトル空間とみ
なすことができる。そのように考えるとき、{″d,・1,・…,"p}で生成され
るF上のベク トル空間をLとする。つまり、
L={Co″+…・+%″PICo―.%∈F}
とおく。″。,力PはPの頂点の座標なので有理数であり、特に″0,″p∈Fで
ある。また″0≠″pよりどちらかは0でない。いま、″0≠0とすると、任
意のν∈Fに対して、
｀   ν=(ν×″『 1)“o+0×″1+…・+0×″P
と表せる。し×″『
1∈Fであるので、ν∈Lとなり、F⊂Zがわかる。特
に、LDlである。また、″J∈Lなので、五=Fであれば証明は終了す
る。んは有限個の元 ″0_・″Pで生成 されているので、F上有限次元であ
る。そこで五がF上1次元であることを示す。
実際、0でない元 1から始めて1つずつF上独立な元を加えて、LのF
上の基底Bができるはずである。もしβ=(1}だつたら証明が完了する
ので、β∋bO≠1と仮定して矛盾を示す。
3=(1,bo,bl,.…, s}とすれば任意の″∈Lに対して
″=c×1+cO×bO+…・+Cs×bs(c`∈F)
とい う一意的な表示が得 られる。この表示をしたときのbOの係数をc(“)
と表す。いま、″0,,…,″PはLを生成していて、1,bO,bl.…bsはんのF上
の基底であるので、定理 2.3.11より、c(″
`)≠
0となるりが存在する。
"0,∬P∈
Fなので、   ヽ
″0="0×1+0×bO+…・+0×bs
Zp=″0×1+0×bO+…・+0×bs
よりc(″0)=0,C(χp)=0である。よつてc(″づ)≠0となる″をは″0,πP
ではない。何となれば、b。を一bOに置き換えることでc(“を)>0となる
"づ
があるとしてよい。このとき、π〒mα″{c(″づ)lj=0・…p}とすると、
46
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鶴>0である。c(″づ)=mとなるりのうち最大のりをrとおく。つまり、
C(″r)=鶴>0である。c(″じ)≠0となる″づは″。,″pではないことから、
r≠0,pなので、″rに対して、補題2.4.1を用いることができる。つまり、
χ={"0,….,″p}とすると、助,zた∈χ、st,tた∈Fが存在して、
助<″r<Zた,Sを>0,ιλ>0
かつ
Σ島。r―銑)=ΣEιん(4-″→
を=1            た=1
が成 り立つ。
ここで、Σ〕Sを(πr一νを)もΣ〕ιん(作―″r)もんの元なので、どちらも
1,b。,bl,._,bsとい う基底の一次結合で表 したときの各係数は等 しい。特
に、bOの係数を考えると
Σ亀{中r)一∝
"}=Σ
ιた{も)=く″r)}  0.つ
を=1                       た=1
である。                       ′
式(2.7)において協∈{″0,,…″P}であり、c(″r)=max{C(銑)|を=0。・.分
より、c(″r)≧C(銑)なので、c(″r)一C(銑)≧0である。よつて式(2,7)の
左辺は0以上である。
一方、zλ ∈{χo,,…″p}だから、同様に、c(zた)一C("r)≦0であるが、
zた>"rより、zた=″r′ としたとき、r<r′であり、ら は c(″r)=っとな
る″この うち添え字が最大のものなので、c(4)=C(″r)となる zんはない。
よって、c(zん)一C(・r)<0である。よつて式 (2.7)の右辺は負である。
つまり、式(2.7)の左辺は0以上だが式(2・7)の右辺は負となり矛盾す
る。よって、3={1)であり、L=Fである。ゆえに、″づ∈Fである。
□
この章で述べたことを、有理凸多角形を互いに相似な直角三角形に分
割する場合に適用すると次のようになる。
定理 2,4。3有理凸多角形Pが互いに相似な直角三角形に分割されるとし、
直角三角形の1つの鋭角をαとする。F=Q(COt α)とおくと、各直角三
角形の頂点の座標はFに含まれる。
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証明 直角三角形の1つの鋭角をαとするため、直角三角形の内角はα,3-
α,3Fある。 また、 cot(,一α)=cot α
‐である。 いま、
F=Q(COt α,Cot(,一α),COt(3))
とおくと、定理 2.4.2より各三角形の頂点の座標はFに含まれる。この
とき、
F=Q∽ttt Щ:一¨ウ
=Qい偽鳥D
=Q(COt α)
である。以上より、F=Q(COt α)とおくと、各直角三角形の頂点の座標
はFに含まれる。
□
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と主定理の証明
三角形に向きの情報を付け加え、有向三角形として考える。また、三
角形の境界に沿つて積分をすることも考えていく。
3。1 三角形の向き
定義2,2.1のように、有向辺ス3といえば、単なる線分ではなくて、両
端点に始点ス,終点3が定まつているものであつた。同様に三角形に対し
ても向きを考えたい。
定義 3。1.1平面上の三角形について、通常、△スBθといえば、これは単
なる三角形であつて、△スBσも△スCBも同じ三角形であるが、"△スβα
という記法に、図形としての三角形と円順列(■,3,のという情報を含め
て考えるとき、この△スBθを向きづけられた三角形、もしくは、有向三
角形という。
図形としては△ИBθと△Иθ3は同じだが、有向三角形としては△ABθ
と△スθBは異なることに注意する。
定義 3.1.2平面上の有向三角形△y」1/24にっいて以下の2つを定義する。
1・ yl,y2,73が三角形の回りを反時計回りにたどる順のとき、△yly273
を正の向きとい う。
2.yl,72,73が三角形の回りを時計回りにたどる順のとき、△71y273を
負の向きという。
補題 3.1。3有向三角形 △ylby3がある。このとき、スの座標を (αを,bj)、
%での△1/」y273の内角をαぅとすると、
(α2~αl)(α3~αl)十(b2~bl)(b3~bl)cot αl_
|(α2~αl)(b3~bl)~(b2~ら1)(α3~αl)|
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となる:
群、離≧激、11,科寧丁楓宅ずTFlビリI」ξ言える。
″・νCOS αl=TFΠτ可
である。
また、0<al<πょり、sin αl>0なので、
sin αl=ν//1-cos2 αl
|″‖グ|
であることがわかる。このとき、
|″121グ12_(グ.の
2=(″:+″;)(νI+ν3)一(″lνl+"2ν)2
=″:ν;―十″;ν【―-2″1″2νlν2
=(″1鯵一 ″2νl)2
より、
cot αl _ 翠
sln αl
|″lν2~″2νll
(α2~αl)(α3~αl)+(b2~bl)(b3~bl)
|(α2~αl)(b3~bl)~(b2~bl)(α3~αl)|
(編 )2
|グ121グ12_(″.グァ
|グ121グ12_(″.の2
"・
ν
(″lν2~■2νl)2
″lνl十
"2ν
2
である。
□
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補題 3。1.4有向三角形 △1/1y24において、Z=(αぉbじ)とする。このと
き、次が成 り立つ。
1.△1/1by3が正の向きであるための必要十分条件は、
(α2~αl)(b3~bl)~(b2~bl)(α3~αl)>0
である。
2.△ylby3が負の向きであるための必要十分条件は、
(α2~αl)(b3~bl)~(b2~bl)(α3~αl)<9    ら
である。
証明 Иt=(″1,″2),42=(νl,ν2)とする。
△1/11/21/3が正の向きであることをいいかえると、次の3つのいずれか
が成 り立つことである。
1,″1>0のとき
図3.1を参照するとわかるように、△yl1/2y3が正の向きであるので、
1/3はyly2を延長した直線より上にある。
2,″1<0のとき
図3.2を参照するとわかるように、△1/1y24が正の向きであるので、
1/3は直線yly2より下にある。
3.″1=0のとき
図3,3を参照するとわかるように、△yly24が正の向きであるので、
Qνl<0が成り
=か
つ。
1.が成り立つことは、"1>0かつν2>岩π2が成り立つということで
ある。つまり、
″1>0かつあlν2>″2νl       (3.1)
が成 り立つことに同値である。
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図 3,1:″1>0のとき
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図 3.2:"1<0のとき
2.が成り立つことは、″1<0かつν2<L″2が成り立つということで
″1
ある。つまり、
″1<0かつ″lν2>π2νl       (3.2)
が成 り立つことに同値である。
3.が成 り立つことは、■1=0かつ″2νl<0が成 り立つということ。つ
まり、
″1=0かつ″lν2>″2νl       (3.3)
が成 り立つことに同値である。
図 3.3:zl=0のとき
(3.1),(3.2),(3.3)のいずれかが成 り立つとい うことは、πlν2~″'71>0に同値である。座標で表す と、(α2~αl)(b3~bl)~(b2~bl)(α3~αl)>0
である。有向三角形の向きが負のときも同様である。
□
補題 3。1.5有向三角形△yly273があつて、Z(j=1,2,3)の座標は体Fに
含まれるものとする。また、φ:F→Rを中への同型とし、Φ:F×F→
R×RをΦ(",ν)=(φ(″),φ(ν))と定め、町=Φ(ス)とおく。
このとき、イろては一直線上になく、△ィちでを形作る。
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証鴇t准透ゥ舞メニ浮纂ポЪ?糠附長瞥:li翼。3~あ:僣319→
である。ゆえにt(p2~Pl)(93~91)~(P3~Pl)(92~91)≠0である。
このとき、体の同型φは単射であることから、
(φ(p2)~φ(pl))(φ(93)二φ(91))―(φ(P3)~φ(pl))(φ(g2)~φ(91))
=φ((P2~pl)(93~91)~(P3~pl)(92~91))
≠0
である。よつて、Φ(yl)Φ(y2
形作るといえる。
は平行ではなく、△ⅥZイを
□
補題 3.1.6有向三角形 △1/Jy24があつて、Z(を=1,2,3)の座標は体Fに
含まれるものとする。また、φ:F→Rを中への同型 とし、Φ:F×F→
R×RをΦ(″,ν)〒(φ(″),φ(ν))と定め、昭 =Φ(И)とお く。
このとき、Lでの△ylty3の内角をαよ町での△昭てでの内角をα:
とする。
すると、
1.△1/1y24と△イちての向きが同じとき
COt(α:)=φ(COt αj)(j=1,2,3)
2.△ylby3と△イちでの向きが異なるとき
COtい1)=―φ(COt α
`)(づ
=1,2,3)
が成 り立つ。
証明 z=(αづ,bを)、 イ=(α:,bl)とする。補題3.1.3より、
(α2~αl)(α3~αl)+(b2~bl)(b3~bl)cot αl=
である。同様に、
cot αl_
|(α2~αl)(b3~bl)~(b2~bl)(α3~αi)|
(αち―αl)(α:一αl)+(bち―bl)(b:一bl)
とΦ(yl)Φ(y3
である。
|(αち―αl)(b:一bl)一(bち―bl)(α:一αl)|
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いま、6,どという値を
と定める。
すると、補題 3.1.4より、
|(α2~αl)(b3~bl)~(b2~bl)(α3~91)|=C{(α2~αl)(b3~bl)~(b2~bl)(α3~αl)}
|(αち―αl)(b:一bl)―(bち一bl)(α:一αl)|=6′{(αち―αl)(b告―bl)―(鴫―bl)(α:一αl)}
なので、補題 3.1,3から
cot αl= (α2~αl)(α3~αl)十(b2~bl)(b3~bl)
cot α4=
6{(α2~αl)(b3~bl)~(b2~bl)(α3~αl)}
(αち一αl)(9:一αl)十(bち―bl)(b:一bl)
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υVυ ul~6,{(α
ち―αl)(b:一bl)一(bち―bl)(α:一αl)}
とわかる。                         r
αC∝α→=詰φ鮨電器冒事存瑠群瑞)
1(φ(α2)~φ(αl))(φα3)~φ(αl))+(φ(b2)~φ(bl))(φ(b3)~φ(bl))
φ(6)(φ(α2)~φ(αl))(φb3)~φ(bl))―(φ(b2)~φ(bl))(φ(α3)~φ(αl))
1(αち―αl)(α:一αl)十(bち―bl)(b:一bl)
6(αち―αl)(b:一ら1)―(bち一bl)(α:一αl)
、6′ (αち―αl)(α:一αl)十(bち―bl)(bt―bl)
66′{(αち―αl)(b:一bl)一(bち―bl)(α:一αl)
6′ (αち一αl)(α:―αl)十(bち―bl)(b:一bl)~61(α
ち―αl)(b:一bl)―(b,一bl)(αも一αl)|
==::COt(αl)
よって、
1.△И%%と△イちての向きが共に正または共に負のとき
COt(αl)=φ(COt αl)
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2.△Иby3と△イちての向きが逆のとき
COt(αl)=―φ(COt αl)
の証明が完了する。t=2,3のときも同様に示せる。
3。2 三角形の境界に沿つた積分
定義 3.2。1膊内の始点P=(αl,bl)と終点9=(α2,b2)が決まっている有
向辺 」に対 して、
/ν
α″と表される樟分の値を次のように定める。
1,αl=a2のとき
、lνグ"=0と
―ドる。
2,αl≠α2のとき
Iを延長した直線の式をν=包πttγとして/ν
α″=Ii2(%″+υ)α″
とする。
補題3.2.21の向きを逆にした線分をTIと奉すとヽ /1あ=―/ν山
′ となる。
証明 Iの始点をp=(αl,bi),終点をg=(α2,b2)とする。
1・ αl=α2のとき、
/7洵〒/.リヤ=0であるから、 /.ぃれ==T/7れである。
21 αl≠α2のとき、
/1リカ==Jイil(Z"すυ)α″==丁」i2(包"+υ)α″==Tノlνα″
ゆえに、
∠rd″
=―
/ν
α″である。
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定義 3.2.3有向三角形 △K1/273があるとき、△Иby3の境界に沿つた積
分
勇△ylby3 
α″の値を‐
I△1/1y273 να″=ノty2να″+ノty3ναノ+1,να″
と定める。
定理 3.2.4有向三角形 △yly2y3の面積をSとすると、
1・ △yly21/3が正の向きのとき
I△yly273 
ναχ=~S
2.△ylby3が負の向きのとき
I△71y21/3ν
α″=S
となる:           ′
証明 補題3.2.2により、△Иちスの向きを逆にした三角形を△ィちで
とすると(1:△ィちてνα″=~II△71ty3να″となっため、△
ylL1/3がIの
向きのときだけを考えればよい。
%の″座標をα」(づ=1,2,3)とする。△Иy21/3の頂点の番号を巡回的に
おきかえ下も見△ylytt 
α"の値は変わらず、3つの積分の和
の順が変わ
るだけなので、αl=響をη{αl,α2,α3)としてよい。以下、αl:α2,α3の大小
について場合分けを行う。
1.αl<α2<α3のとき
図3.4のように、折れ線 yl byr3をグラフとする関数を∫(″),直線
yl1/3をグラフとする関数をg(″)とする。
2,αl<α3<α2のとき
図3.5のように、直線ylbをグラフとする関数を∫(″),折れ線yl1/3y2
をグラフとする関数をg(χ)とする。
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図 3.4: <α2くα3のとき 図 3.5:
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図 3.6:αl=α2<α3のとき
3.αl=α2<α3のとき
図 3.7:αl=α3<α2のとき
4`
5.
図3,6のように、直線 y21/3をグラフとする関数を∫("),直線 yly3
をグラフとする関数をg(″)とする。
αl=α3<α2のとき
図3.7のように、直線ylbをグラフとする関数を∫(″),直線 陥ち
をグラフとする関数をg(“)とする。
αl<α2=α3のとき ,
図3.8のように、直線 1/1y2をグラフとする関数を∫(″),直線 1/1%
をグラフとする関数をg(″)とする。
:    V3
Ⅵ
(V2
6.
図 3,8:αl<α2=α3のとき
αl=α2=α3のとき
三角形にならない。 1
αl<α3<α2のとき
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いずれの場合においても、△1/1b%の領域を∫(″),g(″)を用いて表せば、
{(・,ν)lαl≦″≦max(α2,α3),∫(″)≦ν≦g(″)}となるので、
―S=一三l…
°m_八効山
=IiX%の
'Oα
″+点
1鳴りgOdχ
となるが、式(314)の右辺はいずれの場合においてもん△yly2偽να″を表し
ている。                         '
□
定義 3.2。「 凸多角形PFも同様にIPναャを定める。
つまり、Pの頂点
を反時計回 りにyl,y2,…・,Lとするとき、
IPν
α″=χ
Aν
απ十止h να″+…+ん_lh νd″+んЙ να″
(3.4)
と定める。
定理 3.2.6凸多角形Pの面 Sとしたとき、
να"=―S
となる。                             '
証明 Pをη角形とし、頂点を反時計回りにyl,72,…・,‰とする。図3.9
のように、ス を頂点とするη-2個の三角形にPを分割し、△zz+1%+2
を△をとおくι各々の三角形に正の向きとなるように頂点の順を定める。
すると、△をと△を+1の共有辺では始点終点が互いに逆向きで積分が打ち
消しあつてPの境界での積分だけが残るので、硫+1=4とすると、
Σノlz+l να″=2EI△t ναπ
れ-2
=Σ〕一(△,の面積)}
2=1
(Pの面積 )
である。 よつて主張は示 された。
□
?
?
?
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3。3
図 3.9:多角形Pのη-2個への分害1
定理の証明
本節では節2.1で述べた主定理を証明していく。また、1987年にL,Posa
によって提案された「正方形は30°-60°-90°の互いに相似な有限個の直角
三角形に分割できない。」という予想の証明も述べる。
補題 3.3.1平面上の3点A,3,θが一直線上にあつて、それらの座標は
体Fに含まれるものとする。また、φ:F→Rを中への同型とし、Φ :
F×F→R×RをΦ(″,ν)=(φ(″),φ(ν))と定める。
このとき、Φ(■),Φ(3),Φ(θ)も一直線上にある。
証ЪFrび素撃考[層暑'2'端%昇ittι3「
"<1二
ωで
ある。ゆえに、(φ2~Pl)(93~91)~(P3~pl)(の-91)=0である。
このとき、
(φ(P2)二φ(pl))(φ(偽)一φ(91))―(φ(P3)~φ(pl))(φ(92)~φ(91))
=φ((p2~pl)(93~gl)_(P3~Pl)(の-91))
=0
である。よつて、Φ(■)ΦてB;とΦ(■)Φ(これま平行であるので、Φ(ス),Φ(3),
Φ(θ)もまた一直線上にある。
□
補題 3.3.2有理凸多角形Pは三角形 △1.…△Ⅳに分害Jされ るとし、プ=
1.…Ⅳ に対 して、△プの内角をα′,島,%とする。
有理数体Qにcot αl,cot βl,COt γl,,…,COt αⅣ,cotβⅣ,cot η術を付加し
た体を
F=Q(COt αl,cot βl,COt γl,・..,COt αⅣ,cot βⅣ,cot γⅣ)
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とおき、φ:F→Rを中への同型とする。このとき、Φ:F×F→R×R
をΦ(″,ソ)〒(φ(″),φ(ν))と定める。
三角形△′の頂′点を反時計回りに、可
の,可分,可分とするとき、定理 2i4.2
より、可分の″ν座標はFの元なので、可プ),ちの,可′)∈F×Fである。こ
こで、Φ(可⊃),Φ(可分),Φ(可分)をこの順で頂′点とする有向三角形をΦ(△′)
とする。
このとき、
???
?
?
?〓???
??
?
?
?
?
?
?
?
o.5)
である。
証明 Φはφ:F→Rによつて座標を変換する写像であるから、P内の
△′の頂点がP内に移るとは限らない。ただし、定理 1.4.4より、体の同
型は有理数を不変とするから、Pの頂点はΦで動かない。
このとき式 (3.5)が成り立つためには、式 (3.5)の左辺を各辺上の積分
に分解したとき、Pの境界上の積分を除いてすべて打ち消しあつて0とな
ればよい。そこで、Pを△′(プ=1,2,…,Ⅳ)に分割した図において、す
べての△プの辺の合併の上での極大な線分χyを考える。さらにXyは
Pの境界上にはないとする。
このとき、Xからyに向かつて左側の三角形の頂点をX,ス1"42,…,As,yく
yからχ に向かつて左側の三角形の頂点をx31,32,・… 島,Xとする。
(図3.10を参照。)
そして、上記のXy上の△1,….,△Nの辺について、
Φ(X)Φ(■1),Φ(■1)Φ(■2),…・Φ(■s)Φ(y)
Φ(y)Φ(31),Φ(31)Φ(32),…・Φ(正ち)Φ(χ)
上の積分の和が0となることを示すもそうすれば式 (3.5)の左辺を各辺上
の積分の和に分解したとき、∂Pに沿つた積分のみが残るので証明が完了
する。
まず、X,xムμ2,…・,スs、31,32,…, 3ιは二直線上だから、補題3.3.1
より、Φで移しても一直線上である。このとき、
Φ(χ)Φ(■1),Φ(41)Φ(■2),…,Φ(As)Φ(y)
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図 3.10:Φで移す前
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図 3.11:Φで移した後
及び
Φ(y)Φ(31),Φ(31)Φ(32),…,Φ(3し)Φ(X)
がこの順に並ぶ とは限 らないが積分の値 としては、
兎(卿→グ″+兎(枷場グ″Ⅲ…+兎(a∝ηグ″=兎(ηq島
"″(3.o
兎(ηq助グ
″十二(助∝め
グ″Ⅲ …+1(二Φ的グ
″=兎
(馴詢
グ″
o,7)
である。(図3.11参照。)式(3.6)の右辺と式 (3,7)の右辺は足して0にな
るので、式 (3.5)が成 り立つことがわかる。
□
定理 3.3.3有理凸多角形Pは三角形 △1,…△Nに分割 されるとし、」〒
1,…Ⅳに対して、△プの内角を%,島,%とする。
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有理数体Qにcot αl,cot βl,COt γl,・…,COt αⅣ,cot βⅣ,cot 7Arを付力日し
た体を
F=Q(COt al,cot βl,COt～1,・… ,COt αⅣ,cot βⅣ,COt γN)
とおき、φ:F→Rを中への同型とする。
こ の と き 、 φ(COt αs),φ(cOtム),φ(COt γs)の少 な く と も 2つは 正 の 数 で あ
るようなs(1≦s≦Ⅳ)が存在する。
証明 △1,△2,・…,△Ar及びPを正の向きと定め、Φ:F×F→R×Rを
Φ(″,ν)=(φ(″),φ(ν))と定める。このとき、プ=1,2,….,Ⅳに対して、三
角形△プの頂′点を反時計回りに、可分,何分,資のとするとき、定理 2.4,2よ
り、可分の zν座標はFの元なので、可の,何力,可分∈F×Fである。こ
こで、Φ(可⊃),Φ(可J)),Φ(可分)をこの順で頂′点とする有向三角形をΦ(△′)
とする。
補題3,3.2より、
喜I(喘D"=IP幽
である。また、定理3.2,4よりIP山=―(Pの面積)<0である。よって、
I(Φ(△1))ν
α″,I(Φ
(△2))ν
α″,….,り
:(Φ(△N))ν
α″
駕L辱亀毎2L籠ず 鶴 詰 粋∝場悧嗣
なλ寒F嘉≦警含ffFrをに,鳥,■とする。△"Φ円の向iは共に正
ψ(COt αs)=COt(α:),φ(COt βs)、=COt(a),φ(cot%)=COt(く)
である。また、α[,βl,スのうち2つは鋭角だから、COt(αl),COt(βl),COt(ス)
のうち2つは正である。つまり、φ(cot αs),φ(COtβs),φ(COt Ъ)のうち2う
が正である。
□
系 3.3.4有理凸多角形Pが内角 ば0<α<3)をもつIいに本目I以なィ宇限
個の直角三角形に分害Jされるとし、φ:Q(COt α)→Rを中への同型 とす
ると、φ(cOt α)>0である。
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証明 定理 3.3.3をPの分害1に適用すると、Pを分害1した直角三角形の内角はどれもα,:一α,3であ?ヽ定鷲』藻E曾墨i::ヒ「理熱l:fはQ(COt α)となる。φ:Q(COt α)→|矢α∞taα∞く,一の=αttM∞t,‐09うち2ちが正と
なるはずであるから、φ(cot α)>0である。
□
定理 3。3.5Pを有理凸多角形とする。0<α<,に対して、Pが互いに
相似な内角αをもつ直角三角形に分割されるとする。このとき、cot αは
Q上代数的である。
証明 cot αをQ上超越的と仮定する。そして、しを負の超越数とする。
例えば―πである。このとき、補題1.5.4より、体の同型φ:Q(COt α)→R
で
φ(COt α)=Z  .
を満たすものが存在する。これは、系3.3.4に矛盾する。
ゆえに、cot αはQ上代数的である。
□
定理 3.3。6有理凸多角形Pが直角三角形 △と相似な三角形に分害1でき
るならば、△の直角でない内角αについてcot αがQ上代数的かつ cot α
の最小多項式の実根がすべて正となる。
証明 Pがα,(,一α),3(Dブ]角をもC)]里いに本目イ以カミロ三角三]`角形 △′(プ=
1.2.….,Ⅳ)に分割されるとする。
定理3.3.5より、cot αはQ上代数的であるので、cot αの最小多項式が
存在する。この多項式を∫(″)とおく。
F=Q(COt α)とおく。バ″)の実根をτとする。このとき、系1.4,9よ
り、φ(cot α)=7となる体の同型
により、
がつくれる。
φ:Q(こOt α)→Q(7)⊂R
φンQ(COt α)→R
第3章 有向三角形に沿った積分と主定理の証明
このとき、系3.3.4より、7=φ(COt α)>0となる。よつて、最小多項
式の実根がすべて正 となる。
□
定理 3,3.6は正方形が互いに相似な直角三角形に分害Jできるとき、直角
三角形が満たす必要条件を与えている。
系 3.3。7正方形は 30°-60°-90°の互いに相似な有限個の直角三角形に分割
できない。
証明 正方形が30°-60°-90°の直角三角形△′(夕=1,2,…Ⅳ)に分割され
ると仮定する。
この正方形をPとし、正方形の頂点が(0,o),(1,0),(0,1),(1,1)となるよ
うに涯二本票をとる。 このとき、 cot 30°==νa  cot60°==洗i  COt9oO=1
なので、F=Q(COt 30°,cot 60°,cot 90°)とすると、F=Q←6)となる。
さらに、φ:F→Rを、α,b∈Qに対してφ(α+ C¨)=α―颯だと定
めると、例1.4.5より、φは体の同型である。
P,△′,F,φは定理3.3.3の仮定を満たすので、φ(cOt 30°),φ(COt 60°),
φ(COt 90°)のうち2つが正でなければならないが、
φ(cot 30°)=φ(～/τ)=一ντ<o     ‐
φ∝ot 60°)=ば会)=―島<0
より矛盾する。ゆえに、正方形は有限個の 30°-60°-90°の直角三角形に分
割できない。
□
2.1節で述べたように、正方形は15°-75°-90°の直角三角形と相似な三
角形に分割することができた。実際、cot i5°=2+νgでぁり、2+ν毎
の最小多項式は″2_4″+1=0でその根は2+ャC,2-ν5となるが、
2+ャ層,2-νTは正である。だから、15°-75°-90°の直角三角形は必要条
件を満たしている。このようにcot 30°=√とcot 15°=2+73は同じ
無理数ではあるが、Q上共役な数である一√,2-√の正負に差異があ
ることから正方形の分害Jの可能性が 30°-60°-90°と15°-75°-90°の直角三角
形で異なるのである。
実は直角三角形の鋭角 αについて、cot αが代数的で、かつ、cot αの最
小多項式の実根はすべて正という2つの条件が、正方形をこの直角三角
64
第3章 有向三角形に沿つた積分と主定理の証明
形と相似な有限個の三角形に分割できるための十分条件であることも知
られているようである (卜1)。
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いと思います。ありがとうございました。
大学院での学生生活においては、一般的な学生だけでなく、教育現場
で問題意識を多く持つ教員との出会いにも恵まれ、大いなる刺激を受け
ました。とても全員の名前を挙げることはできませんがt特に同じ数学
教室の同期である森敏之氏には寄宿舎の同じ階だったこともあり、大変
御世話になりました。いつかまたお会いできる日を楽しみにしています。
最後になりましたが、私を温かく励まし続けてくれた家族に深く感謝
します。
平成 25年12月20日
石井聡
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